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l. Funktionen mit einer unabhangingen (erklarenden) Variable
Beispiele: y=3x, y =11+ x?

Notationen:
y © abhéngige bzw. zu erklarende Variable (bei graphischen Darstellungen i.d.R.

auf der vertikalen Achse zu finden)
X © unabhéngige bzw. erklérende Variable (bel graphischen Darstellungen i.d.R.
auf der horizontalen Achse zu finden)

a,b c,... ° Konstanten

y = f (x) © Funktion zwischen y und x*

Erste Ableitungen: f §Xx) éjzw a0 oger Y02
dx dx H
. . A dzf (X) dZy 03
Zweite Ableitungen: f 2W. oder -
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! Falls mit verschiedenen Funktionen gearbeitet wird: f (x), g(x), h(x),... .

2 Bei verschiedenen Funktionen: f ¢X), g&x), h&Xx),... §JZW af () : dg() , dn() ,u
dx ~ dx = dx H




bei mehreren Funktionen f &x), g&x), h&x), ...

d°f(  dhey o dly @y, d
@ @ @0F @90 @0

Ableitungsregeln:
f(x)=a p f&x)=0 (Konstante Funktionen Regel)
f(x)=x" P f §x) =nx"" (Potenzregel)

f(x)=cx" P f €x) = cnx™* (verallgemeinerte Potenzregel)

dif (X(); 9()] b f¢x)+g4x) (Summenregel)
X
d[f(xg( 9(x)] b f¢x)- gdx) (Subtraktionsregel)
drf (XSJG(X)] b fEx)g(x) +g¥x)f(X) (Produktregel)
d[ f (x)/9(¥)] b F€X)9(x)- 9&x) f (¥) (Quotientenregel)
dx [9(x)]®
fals z= f(y) und y =g(Xx), dann gilt:
% = % xd_y = X
Oy dx fF&y) xg&x) (Kettenregel)

Exponential funktionen:

f(x)=¢" p fgx)=¢" bzw.

f(x)=be* P f §x) = abe®™ (Exponential-Funktion Regel)
f(x)=e*® p f ¢x) = g¢x)e’™ (verallg. Exponential-Funktion Regel)

Logarthmusfunktionen:

f(x)=Inx Pp f €x) :% (Logarithmus- Funktion Regel)

3 : S : d’f(x) d’g(x) d°h(x) ©
Bei verschiedenen Funktionen: f &Xx), g®Xx), h®Xx),... %)Z\N (@7 " (@7 ()2 ,H




f(x)=Ing(x) b f¢x :% (verallg. Logarithmus-Funktion Regel)

Rechenregeln fir Logarithmusfunktionen:

Im folgenden sind u,v Konstanten oder Funktionen:

In(uv) =Inu+Inv, (u,v>0) (Logarithmus eines Produktes)
10 _ , : .

Inc—==Inu-Inv, (uv>0) (Logarithmus eines Quotienten)
evg

In(u®) =alnu, (u>0) (Logarithmus einer Potenz)

Aufgepaldt: fir Summen und Subtraktionen von Logarithmen gilt nicht:

I(utv) ! Inuzinv

Optimierung (Relative Extrema):

Notwendige Bedingung (Nullstellenbestimmung):  f €x) !=0
Hinreichende Bedingung:
Relatives Maximum: f &x')<0
RelativesMinimum: f®&x )>0
(Der obere Index * zeigt an, dal3 es sich um ein Extremum, also eine ausgewahlten
Punkt der Funktion handelt.)

Binomische Formeln:
u,v konnen sowohl Konstante als auch Variablen sein (manchmal hilfreich bei
Berechnung von Extrema)
u +2uv+v® = (u+v)?
u*- 2uv+v2 =(u- v)?

u>- vV =(u+Vv)Xu- v)



II. Funktionen mit zwei (bzw. n) unabhangingen (erklarenden)
Variable

Beispiele: y=3% +X,, y=11+x* +3x,
Notationen
y © abhangige bzw. zu erklérende Variable
X5 % (,--y X,,) © unabhangige bzw. erklérende Variablen (Hier wird gleichzeitig

angenommen, das die erklarenden Variablen nicht nur unabhangig sind von

y, sondern auch untereinander, d.h. sie begrenzen sich nicht gegenseitig.

Diese Annahme gilt nicht immer (siehe ,, Extrema und Nebenbedingungen®)
y = (X, X,) © Funktion zwischen y und den zwei unabhéngigen Variablen x;

und x,*

Erste partielle Ableitungen:

é T (%, %) ffyu
f , X 2w, ————== oder —
Xl(X1 2) é@ T[Xl T[X]_H
é T (%, %) Ty Us
f , X W, ———== oder ——
S S 3 fix. §

Wenn deutlich ist, was die unabhangigen Variablen sind (z.B. aus der

Aufgabenstellung), kann man auch die verkiirzte Schreibweise f, und f,

verwenden.

* Falls mit verschiedenen Funktionen gearbeitet wird: f (X, X,), 9(X;, %), h(X, %, ),... .
® Bei verschiedenen Funktionen: f, (X, X,), f,, (X,%,), 9, (X,X,),9,, (X,%,),h, (X,%),

€y TOL%) T 00%) T90x.%) T9(x.%) Th(x,x,)
fix, ' 1%, ' x ' %, ! %,

hx2 (Xl’ XZ)

hix. )
1%, ,

e/ (DD



[11. Implizite Funktionen (bei zwei Variablen):

Beispidl: y = f(x) = 3x* (explizite Funktion)
F(x,y)=y- 3x* =0 (implizite Funktion)
Notationen:
F(y,x) =0 °© implizite Funktion zwischen y und X [ bzw. F(x,x%,)=0,
denn haufig werden die Variablen auch x, und x, genannt |

Spich: ,, F(y, X) = 0 beschreibt die Funktion y = f (x) implizit.”

Ableitungsregel:
_ d_ K
F,dy+Fdx=0 U I F
Motivation:

Haufig liegt die explizite Funktion nur implizit vor (siehe z.B. Nutzenfunktionen)
und ein Umformen wére recht mihsam. Wir zeigen nun anhand von zwel
Beispielen, wann die Ableitung der implizite Funktionen gebraucht wird bzw.

nutzlich ist:

Beispiel 1: F(x,y)=y- 3x*=0
a) Abletung der expliziten Funktion:

Durch einfaches Umformen erreichen wir: y = f (x) = 3x*
dy
p f¢x) =—=< =12x°

b) Ableitung der impliziten Funktion:
F =-12%°

F, =1



Beispiel 2: F(x,y)=y*+x*+10=0
a) Ableitung der expliziten Funktion:
Durch Umformen erreichen wir: y = f (x) = /(- X* - 10) = (- x* - 10)"?

1 X X
b fEX)==(-x*-10)Y? x-2X) =- =-
(( ) 2( ) )( ) (_ Xz_lo)l/z i X2- 10

b) Ableitung der impliziten Funktion:

F, =2X
F, =2y
ﬂ:_i P ﬂ:-ﬁ_-i
dx F, dx 2y y

Daaber y=+- x*- 10 [siehed)], sind die beiden Nenner der ersten

Ableitung gleich und somit beide Ableitungen identisch

Bel etwas schwierigeren Funktionen stellt sich die Ableitung der impliziten
Funktion as die relativ leichtere Alternative heraus. Haufig reicht diese auch aus,
z.B. wenn man zusétzliche Informationen bezliglich des Optiums hat (siehe
Budgetgerade und Grenzrate der Substitution der Indifferenzkurve).

V. Extrema und Nebenbedingungen:

Motivation:
Hier sind die erklarenden Variablen x, und x, nicht mehr unabhéging

voneinander, z.B. mul3 x, + x, =60 sein (Beispiel: Budgetgerade)



Lagrange-Multiplikator Methode:

Notationen:
z=f(xy) und g(x,y) =c (Restriktion)
L=f(x,y)+I1[c- g(x,y)] © Lagrange-Funktion
Optimierung:

Notwendige Bedingungen

L = c-g(xy)=0
L, = f -1g,=0
L, = f,-1g,=0

Beispid 1: U (X, X,) (Nutzenfunktion) und Y = px, + p,x, (Budget-
beschrankung)

a) Optimierung mit der Lagrange-Multiplikator-Methode:

L=U(xX)+!1 (Y- pX - p,X) (Lagrange-Funktion)
Erste Ableitungen:1

DL =Y- px- p,x=0
2) LX1 :le- pll !=0

3L, =U,-pl =0

Auflosen:
UX

b | =2
B
UX

b | =—=
P,

u, U, N U, p
2Qund3) p | =—=—2= U R U
pl p2 sz p2

(Vergleiche dieses Ergbenins mit der graphischen Herleitung!)



V. Préaferenzen

Notationen:
A>B [bzw. A(>)B]
A~B [bzw. A(=)B]
A<B [bzw. A(<)B]

Axiome rationalen Verhatens:

Vollsténdigkeit:

Die Menge der mdglichen Relationen zwischen allen Alternativen. Bei zwei
Alternativen sind dies:

A-B, A~B, A<B
Transitivitat:
A-B UB>~Cb A-C

VI. Homogenitat von Funktionen und Skalenertrage

Definition:
Eine Funktion f (x,...,Xy), mit (X,...,Xy) >0, ist homogen vom Grade r fals
firjedes t >0

f (X, i) =t F (X, Xy ) dilt.

Falls das nicht gilt, wird die Funktion inhomogen genannt.

Beispiele:

f(><1,xz)=ﬁ p f(txl,txz)=ti:i=t°f(xl,x2):f(xl,xz),alsoistdie
X, > X

Funktion homogen vom Grade 0.



F %) = (%)™ P

f (1%, 06) = (D4E%, )2 = ((2%,%,)"% =t (x,3,)"? =t (%, %,) = tF (%, %,) , dsoist
die Funktion homogen vom Grade 1.

Cobb-Douglas Produktionsfunktion:

Qv V,) =V{V; P

Q(tv,,tv,) =(tv)? (tv,)® =t**"v2v) =t***Q(v,,V,) , dso ist die Funktion
homogen vom Grade a + b .

Skalenertrage:

Bei proportionaler Variation der Inputfaktoren bei Produktionsfunktionen:
t <1 b abnehmende Skalenertrége (diseconomies of scale)
t=1 b konstante Skalenertrége

t>1 P zunehmende Skalenertrdge (economies of scale)

VIl. Zinseszinsfaktor

e'" wobde rv Zinsatzund T °© Periode.

Herleitung:
Diskrete Zeitabstande:
K@ =K,(@+r)

K(2) = Ko (L+1)(L+r)
K(T) = K, (+1)"

Kontinuierliche Zeitabstande (d.h. der Zins hauft sich kontinuierlich tbers Jahr
an):

K(T) = K,€&"

P Wird aus der diskreten Formel wie folgt hergeleitet:



K(T) = Ky@+r)

é ll]rT

¢ r --_X
=K,§ +120 m© 1
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@ mg g m®¥e mg

Beispiel:

DieKosten k(T) =we'" aus dem Kapital- und Zinsmodell von Bohm- Bawerk.



